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Faire face aux problemes NP-difhciles

e méthodes exactes : privilégient la qualité de la solution

calculée par rapport a la rapidité du calcul ;
e heuristiques : la rapidité du calcul d’une solution prime sur
son optimalité
méthodes polyhedrales ;
métaheuristiques ;
recherche locale ;

algorithmes polynomiaux approchés avec garanties de

performance
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Qu’est-ce-que 'appoximation polynomiale ?

C’est I'art d’obtenir des solutions réalisables, de valeur proche
(dans un sens prédéfini) de la valeur optimale et tout cela en

temps polynomial
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Pourquoi approximation polynomiale ¢

Parce que :

e il existe des problemes réels ou :

— sont exigées des solutions réalisables obtenues rapidement,
i.e., en temps polynomial ;
— loptimum est mal défini ou il n’a pas de sens ;

— il est nécessaire d’avoir une estimation a priori de la

qualité de 'algorithme ;

o clle est le prolongement naturel de la théorie de la complexité
dans 'optimisation combinatoire et contribue a

I’enrichissement mutuel des deux domaines ;
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o clle est passionante !!!
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Notions de base et notations
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Un probleme IT de NPO a valeurs entieres est un quadruplet
(Z, Sol, m, opt) qui vérifie :

e 7 est 'ensemble des instances de I ; tout I € 7 est

reconnaissable en temps polynomial en | 7| (sa taille) ;

o VI € 7, Sol(I) est 'ensemble des solutions réalisables de I ;
tout S € Sol([) est représentable et décidable en temps

polynomial en || ; enfin, VI € Z, on sait déterminer une

solution triv(/) € Sol(I) en temps polynomial en || ; pour
I €TetS e Sol(l),m(I,S) estlavaleur de la solution S ;

e m : 7 x Sol — N est calculable en temps polynomial en |7 ;

e opt € {min, max}
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Pour IT = (Z, Sol, m, opt) :
opt([) : la valeur d’une solution optimale

w([I) : la valeur d’une pire solution, z.e., la solution optimale du

probleme I1" = (Z, Sol, m, opt’) avec

\
, max siopt = min
opt’ = |
min st opt = max

\

Pour un algorithme approché A :

my (1,5, la valeur de la solution S calculée par A sur [
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Rapport d’approximation classique pour A :

my (I, S)
opt([])

Rapport d’approximation différentielle pour A :

_ w(I) —ma(1, 5))]
w(I) — opt(I)]

Plus les rapports sont proches de 1, meilleure est considérée la

0n({)

performance d’un algorithme approché
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Classification absolue des problemes et des

algorithmes approchés
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e Algorithmes a rapports dépendant de l'instance :

e rapport exponentiel en ? _ — Exp-APX, Exp-DAPX ;
exemple en Exp-APX : MIN TSP ;
e rapport polynomial en |I| — Poly-APX, Poly-DAPX

— exemples en Poly-APX : MAX STABLE, MAX CLIQUE,

COLORATION, ... ;

— exemples en Poly-DAPX : MAX STABLE, MAX CLIQUE,

MIN VERTEX COVER, MIN SET COVER, ... ;

e rapport logarithmique en || — Log-APX, Log-DAPX ;

exemples en Log-APX : MIN SET COVER, MIN DOMINATING

SET ;

10
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e Algorithmes a rapports constants (indépendant de |/|) — APX,
DAPX

e cxemples en APX : MIN VERTEX COVER, MIN METRIC TSP,

BIN PACKING, MAX TSP, ... ;

e cxemples en DAPX : MIN et MAX TSP, COLORATION, ... ;

11
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e Schémas polynomiaux d’approximation : suites d’algorithmes

paramétrés par € a rapports 1 + € (si opt = min), ou 1 — € (si

opt = max, ou en diftérentiel pour tout type d’optimisation),

Ve > 0 et a complexité polynomiale en || mais, éventuellement,

exponentielle en 1/¢ — PTAS, DPTAS

o cxemples en PTAS : MIN VERTEX COVER OU MAX STABLE

dans les graphes planaires, MIN TSP EUCLIDIEN, ... ;

e cxemples en DPTAS : MIN VERTEX COVER OU MAX STABLE
dans les graphes planaires, BIN PACKING, COLORATION

PONDEREE dans des graphes bipartis, ... ;
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e Schémas completement polynomiaux d’approximation : suites

d’algorithmes paramétrés par € a rapports 1 + € (si opt = min),

ou 1 — € (si opt = max ou en diftérentiel pour tout type
d’optimisation), Ve > 0 et a complexité polynomiale a la fois
en |I| et en 1 /¢ — FPTAS, DFPTAS

exemple en FPTAS et DFPTAS : sac-A-Dos

13
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NP-difhcile

APX

14
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Remarques :

e Un probleme est classifié par rapport au meilleur rapport

d’approximation actuellement connu pour lui

o Il yaen réalité un continuum des classes d’approximation

15
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Quelques exemples d’algorithmes

approchés

16
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MIN VERTEX COVER

1. choisir une aréte ;
mettre ses extrémités dans la solution en construction ;
mettre a jour G ;
/.7 ’ \ . XN . . A
répéter les étapes 1 4 3 jusqu'a ce que G soit vide en arétes ;

retourner la solution construite

Le rapport de ’algorithme est majoré par 2 et ce rapport est

atteint

Pouvons-nous 'améliorer ?

MIN VERTEX COVER € APX \ PTAS

17
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COLORATION

1. répéter : trouver un 3-stable S dans G, colorier les sommets
de S avec la méme nouvelle couleur et mettre a jour G tant

que des 3-stables existent ;

determiner une famille de 2-stables disjoints de taille
maximum dans G (ayant survécu) et colorier les sommets de
chacun d’eux avec une nouvelle couleur ; colorier chacun des

sommets qui restent avec une couleur distincte

Le rapport différentiel de ’algorithme est borné

inférieurement par 2/3 et ce rapport est atteint

corLoraTioN € DAPX \ DPTAS

19
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Létape 2 colorie un graphe G avec a(G) = 2 de facon optimale
Réccurence sur n

Vrai pour n < k

Considérons un graphe d’ordre k£ + 1 :

e sil n'existe pas de 3-stable, 'algorithme a trouvé la coloration opti-

male et le résultat est vrai ;

e supposons quun 3-stable S a été trouvé :

X(G[V\ S]) < x(G) (1)
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X : la solution retournée par 'algorithme

X \ S réalisable pour G|V \ 5] (et calculable par I'algorithme) :

n=3-|X\S|Z 20 -3-xGV\S) O
De (1) et (2) :
n—|X| = w|_x/m_L
> (=3 x(GIV\8))+2
> (n—(G))

3
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C* ={{a,b},{c,d,e}}
X = AA@T A&T A? c, mww

JFRO 27/6/03
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MAX STABLE

MAX STABLE

MAX STABLE-R

JFRO 27/6/03
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Une solution optimale de MAX STABLE-R affecte aux variables des
valeurs dans 'ensemble {0, 1,1/2}. Si Vi, Vi et V; /5 sont les

sous-ensembles de V' correspondant aux variables 2 0, 1 et 1/2,

respectivement, alors, il existe une solution optimale S* de max

sTABLE telle que :
1. a\w m m* 5
2. Vo CV\S™.
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résoudre MAX STABLE PONDERE-R pour déterminer les

ensembles Vo, V1 et Vi 55 G 1= QT\H\& ;

colorier G avec A(G) couleurs ; soit S la plus lourde

couleur ;
e retourner S (= V7 US

Le rapport d’approximation de I’algorithme est minoré
par 2/A(G)

MAX STABLE € Poly-APX

Meilleurs rapports connus :

O(log® n/n)

k/A(G), Yk > 0 (asymptotique)
O(logn/A(G)loglogn)

24
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S=V U S réalisable

: Vi
>
°l 2 A6
m(S,G) = |S| = |Vi|+ wi > EIE\M_
u A(G)
) . Vi
opt(G) = [57| = [Vi|+ H\L < N+ 9
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MIN SET COVER

o répéter : soit Sy un ensemble de S de cardinalité maximum ;

mettre Sg dans la solution S’ ; mettre 4 jour S et C'; jusqu’a

ce que C' :=10;

Le rapport de P’algorithme est majoré par 1 4+ In A
(A = maxges{|S|}) etil peut étre asymptotiquement atteint

MIN SET COVER € Log-APX
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I;(S;, C;) Pinstance au premier instant ot la cardinalité maximum résidu-
elle des ensembles de § est inférieure ou égale a 4
m(I;,S") le nombre d’ensembles de cardinalité résiduelle ¢ mis dans S’

Ch = C (3)

m (I,S") (4)

|
™

3
=
[

Pourz=1,...,A:

Cil =) kxm (IS
k=1

Multiplier la ligne de C'a par 1/A et les autres par 1/i(i+1) et utiliser (3)
et (4) :
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A—1

Qs. Q MU \
1=1

S™ une solution optimale pour
ST une solution optimale pour [;, 7 =1,... A

Les membres de S* couvrant C; sont toujours présents dans I; et forment
une solution réalisable pour I;

opt (I;) = |&§] < [§7] = opt(d) (6)
C;| < i xopt(l;) (7)
Par (5), (6) et (7) :
A
m(1,8") < opt(l) x 3+ < opt(I)(1 + In A)

: 1
1=1
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Sy

26
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COLORATION PONDEREE dans des graphes
bipartis

e ordonner les sommets de B = (U, D, E/, W) en ordre

décroissant des poids ;

fixerune > 0;n:= [1/€e|; Sy = {van+3,...,on} NU ;
mU = A@fi&g...“@zwgmw

calculer la meilleure coloration S du graphe induit par les

sommets vy, ... y Vdn+4-25
e retourner S := Sy USp US

Le probléeme de COLORATION PONDEREE dans des graphes
bipartis appartient a DPTAS

27
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§* = (57,53,...,5,) : une solution optimale
Wiy s Winy e - -y Ss.@ : _mm poids de ses stables
(w1 = w;;, 2w, 2 ... 2 w;)

m\ = m:\cf “ e “ngl_lwﬁ

£
X
||
(]
S
5

v, €eUUD
opt(B) = w; +wi, + ...+ wy
w(B") < w(B)

o |S| <2n+2
(sinon il existe au moins trois couleurs-singletons dont au moins
deux sont dans L ou R ; en les réunissant on diminue la valeur) ;
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~

o m(B',S) = opt(B') < opt(B)
(STNV(B'),SsNV(B’),...,5;NV(B’) est réalisable pour B’)

4n+2 S|
w(B') —opt(B") = MU w; — MUS@.
i=1 j=1
> (4n+2—(2n+2)) wayr2
2
— Mdgfinw > M@in'w

S

™n

S

N IN
S

5

_|_

(\V)
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m Amumv

w A%Qv —+ w A%Uv + opt Amw\v
~ (11— e)opt (B)

+ € A%ﬁ (B) + Ws (Su) + Ws Amwvv

A\

(1 —€)opt (B') + ¢ AQE (B") + wEiwv

< (1 —¢€)opt(B) + ew(B)
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~

SAC-A-DOS

n

M ‘ ;L4
i=1
mn

MU C;,T; m b

\ 1=1

construire I’ = ((a}, ¢;)i=1.... n,b) avec

a; = [ain/(Amax€)] ;

retourner comme solution pour 7, la solution S calculée par

la programmation dynamique sur I'instance I’

sac-A-pos € FPTAS
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Complexité de la programmation dynamique : O(n°amax 10g Crax)
Complexité de I'étape 2 : O(n?a’ .. 10g cmax) = O((n?1og cmax ) /€)
S* : une solution optimale pour I = ((a;, ¢;)i=1....n,b)

elle est réalisable pour I’

t = Amax€/N

a'i = |a;/t]

ont(I) > Y ai = Y (T-1)

€S ieS*
t([ t([
. %ﬁCng > owmv|: 8)
topt (I') > opt(l) —nt 9)

La solution qui consiste a prendre seulement 'objet 7o de valeur @, est
réalisable : opt(I) = > . g« @5 = Amax
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Nt = Amax€ < €opt(]) (10)
Par (9) et (10) :

m(I,S) = MU?. > NMU@M“ = topt(I')
i€S i€S
opt(l) —nt = (1—¢€)opt(])

WV
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Réductions et approximabilité

29
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Comment :

Comparer les problemes entre eux ?

Comparer les différentes versions d'un méme probleme

(p.ex., pondérée - non pondérée) ?

Relier les différents types d’approximation pour un méme

probleme

(p.ex., classique - diftérentielle) ?

Appréhender le role des parametres par rapport auxquels

nous analysons un rapport d’approximation

(p.ex., rapports fonctions des divers parametres d’une

instance) ?

30
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e Transférer des résultats d’'un probleme a l'autre ?

e Afhner, si possible, la structure de chaque classe

d’approximabilité

(p.ex., existence des problemes tres difhiciles (complets) pour

des classes d’approximabilité) ?

31
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Réductions

32
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Les exemples les plus classiques :
® MAX STABLE — MAX CLIQUE
® COLORATION — MIN PARTITION EN CLIQUES

Une réduction de IT a IT" (IT < IT') préservant 'approximation

est la spécification de trois fonctions f, g, ¢ :

o f transformel en I’ = f(I) ;

o g transforme S" en S = g(1,S5") ;
o c transformer’(1,S") enr(I,S) = c(r'(1,5"))

33
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Propriété de base d’une réduction préservant

Papproximation

e si [I' est approximable a rapport 7/, alors II est approximable

a rapport 7 = ¢(1') ;

e si [I (sous une hypothese de complexité) n'est pas
approximable a rapport 7, alors (pour peut que ¢ soit
inversible) I n’est pas non plus approximable a

rapport ¢~ 1 ()
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MAX STABLE < MAX SOUS-GRAPHE BIPARTI

G(V,E) — G'(V',E") : deux copies de G reliées de facon

bipartie complete

opt(G) = opt(G’) /2
m(S’,G") < 2m(S, G)
r'(G',S") < r(G,S)

c:r’—r=r

35
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r' (G',S") constant — 7(G,S) constant
r' (G S) =r(IG) — r(G,S)=r(G"])
=r(2|G])

' (G,S)=r(AG)) — r(G,S)=rAG)+n)

MAX SOUS-GRAPHE BIPARTI n'est pas approximable & mieux

que O(nc 1), Ve > 0

36



[utorial sur ’Approximation polynomiale, JFRO 27/6/03

Les réductions ne sont pas universelles !

La plupart des réductions telles qu’elles sont définies ne préservent

pas toute forme de rapport d’approximation !

37
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MAX STABLE PONDERE < MAX STABLE

G — G
Un sommet v pondéré par w,, devient un stable W, sur w,
sommets ;

Une aréte (u, v) devient un graphe biparti complet K, 4, ;

Toute solution S” dans G’ correspond 4 une reunion des
groupes W entier: S' =W,, U...UW,, ;
S ={vi,,...,v; } unstable dans G ;

m(G',S") = |§'| =

38
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aréte de &

JFRO 27/6/03

(b) la
méme aréte

dans G’

39
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Cette réduction préserve APX mais ni Poly-APX, ni A-APX

n' peut étre en O(NwWppax) et A’ en O(Awpax)

40
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MAX STABLE et MAX CLIQUE

La réduction classique : stable dans G — clique dans G préserve

APX et Poly-APX mais pas A-APX

YVoeV,G, =G{v}UT(v)]
G| = |G| < A(G) +1
A(Gy) < A(G)

Un des G, contient une clique de G de taille maximum

41
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Alors : rapport 7(|G,|) = r(A(G) + 1) pour MAX STABLE
sur G, <= rapport r(|G,|) = r(|Gy|) = 7(A(G) + 1) pour

MAX CLIQUE dans GG

La réduction préserve A-APX

MAX CLIQUE est approximable 2 rapport O(log® A(G)/A(G))

42
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Gap technique

L'idée de base (pour un probleme I1" de minimisation) :
on congoit une réduction entre 11, un probleme de décision
NP-complet, et IT’, un probléme de NPO, telle que :

Jde, r tels que

e si ] € Opalorsopt(l’) < ¢;

o [ €1\ Or,alorsopt(I’) > rc
Alors II" n’est pas approximable a rapport r

Puis si on congoit une réduction ( f, g, ¢) préservant

Papproximabilité entre IT" et I1”, alors I1"” n’est pas approximable

A mieux que ¢~ 1(r)

44
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Si IT" approximable & rapport 7, alors :

o VI € O, m(f(1),5") <rc;
o VI eIy \ O, m(f(I),S") = opt(f(I)) > rc
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MIN TSP

Si P # NP, alors il n’y a pas d’algorithme polynomial pour min
TSP garantissant rapport d’approximation (classique) strictement

meilleur que dpax/ (Ndmin)

Le rapport dyax [ dimin est garanti par tout algorithme polynomial

45
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CYCLE HAMILTONIEN se réduit polynomialement 2 MIN TSP

G — K, ;poure € E(K,),

1 sie € E(G)
dle) = ﬁ Gwax e ¢ B(G)
G hamiltonien :
opt (K,) = n
&B@N &B@N
K,,T) < =
" A v 53\&55 &55
G non-hamiltonien :
d
¢ vai > max
P A v &55
&B@N
m(K,,T) > opt(K,) =
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La promenade est finie mais ’aventure a a peine commencé

46
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e Plus de résultats d’approximation, structurels ou

opérationnels ;

e Approximation, en temps prédéfini, des problemes

polynomiaux ;

e Approximation et algorithmique on-line
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